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Chapitre 1

Mathématiques générales
(épreuve 1)

1.1 2015, extraits des parties 1 et 2

s Thémes }—\

algébre linéaire (espace et sous-espace vectoriel,
droite, base, matrice inversible, dimension, polynéme annulateur, poly-
noéme caractéristique, vecteur propre, valeur propre, symétrie, vecteur
directeur, trace, déterminant, )
anneaux et corps (sous-anneau, anneau commutatif, morphisme, iso-
morphisme, carré d’un élément, éléments inversibles, caractéristique,
corps finis, corps des complexes, extension de corps)
groupes (ordre d’un élément, groupe linéaire)

- J

( Résultat majeur j

N

[théoréme de CAYLEY-HAMILTON )

( Remar
ques
L

Dans tout l’énoncé, il faut comprendre sous-anneau
unitaire et morphisme d’anneaux unitaires. On démontre quelques ré-
sultats sur les matrices carrée de taille 2 da coefficients dans un corps en
prenant comme point de départ le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON.
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Enoncé

Pour tout corps k, on note Ms(k) I'ensemble des matrices M = ch Z) a

coefficients a, b, ¢,d € k, det(M) son déterminant et tr(M) sa trace. Ainsi, on
a det(M) = ad — bc et tr(M) = a + d. Iy et 0y désignent respectivement la
matrice identité et la matrice nulle de Ma (k).

0 a

1 0 , A=2I,+ B, et

Soit a € k. On pose B = <

WQZ{MGMQ(]C) ‘ El:lf,yEk,M:l'IQ—l-yB}.

Si R est un anneau unitaire, on note % (R) le groupe multiplicatif des éléments
inversibles de R. € R est un carré dans R s'il existe y € R tel que = = 32

3. Soit k£ un corps.
(a) Montrer que pour tout M € M(k) on a M? = tr(M)M — det(M)I5.

(b) Exprimer, pour tout M € My(k), tr (M?) en fonction de (tr(M))>
et det(M).

(c) Soit M € GLa(k), telle que det M = 1.
i. Montrer que M + M~! = tr(M)I>.
ii. Montrer que M? — M2 =0 ssi tr(M) =0 ou M? = I,.
iii. On suppose que k est de caractéristique # 2. Montrer que M est
d’ordre 4 ssi tr(M) = 0.

4. Montrer que o7, est sous-anneau commutatif de Ms(k) et en est un sous-
k-espace vectoriel dont on donnera une base.
5. Si p est nombre premier et k = F,, en déduire que Card.a/, = 2.

6. Soit ¢ : o, — o, la symétrie par rapport a la droite de vecteur directeur
I parallelement a la droite de vecteur directeur B. Montrer que ¢ est un
morphisme d’anneaux.

7. Soit M = xls + yB un élément de 7.

(a) Calculer M (M) en fonction de z et y.

(b) Montrer que det(M) = x? — ay?.

(c) Montrer qu’une matrice M de 7, est dans % (7,) ssi det(M) # 0.
8. Montrer que 27, est un corps ssi a n’est pas un carré dans k.

9. On suppose que k = R. Montrer que si a < 0, 7, est isomorphe au corps
C des nombres complexes.
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Corrigé

3. (a) On peut obtenir cette égalité par un calcul direct (en remplagant M,
tr(M) et det(M) par leurs expressions en fonction de a,b,c et d) mais
on préférera remarquer que si

M= (CC‘ Z) € My(k),

on a

X—a -
XM(X)_| —c X_d|_(X_a)(X_d)_bC
=X?—(a+d)X +ad— be
= X? — tr(M)X + det(M).

Faisons appel au théoréme suivant :

Théoréme (de CAYLEY-HAMILTON). Soit k un corps, n > 1 et une
matrice M € My(k). Le polynéme caractéristique de M, défini par
Xy (X) = det(X 1, — M) est un polynéome annulateur de M, c’est-a-dire
X (M) =0.

En lappliquant ici, on obtient M? — tr(M)M + det(M)I; = 0 d’ott
M? = tr(M)M — det(M)I.

Remarque. De maniere générale, il est utile de savoir que si M € M, (k),
le terme constant de x,, est x,,(0) = det(—M) = (—1)" det(M) (car le
déterminant est multilinéaire) et que le coefficient du monoéme de degré

n — 1 de x,, vaut —tr(M) (les autres coefficient sont plus difficiles a
exprimer) :

X (X) = X" —tr(M)X™ ! oo 4 (—1)" det(M).

(b) L’application trace est linéaire, tr(M) € k et det(M) € k. La ques-
tion précédente implique alors que pour tout M € Ms(k), on a

tr(M?) = tr ((tr(M)M — det(M)1,)
= tr(M) tr(M) — det(M) tr(I2)
= tr(M)? — 2det(M).
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(c) i. Repartons de I'égalité M? = tr(M)M — det(M)I; démontrée a la
question 3.(a). Comme det(M) =1, on a

M? = tr(M)M — Is.

En multipliant par M ~! chaque membre de 1’égalité (ce qui est possible
puisque M est supposée inversible), on obtient

M =tr(M)MM™ — LM~ = te(M)I, — M7,

d’ott
M+ M~ =tr(M)I,.

ii. Il faut remarquer la présence d’une identité remarquable (valable car
M et M~ commutent : MM ' = MM = I5) :

M- M2=0s (M+MYHYM-M1)=0
Or, d’aprés la question précédente, M + M ! = tr(M)I, donc
(M+MYHYM-MYH=0str(M)(M—-M1)=0.
Il serait trés maladroit de faire appel & l'intégrité de 'anneau Ms(k)

(en interprétant I’égalité comme (tr(M)I5)(M — M~1) = 0) puisque ce
dernier n’est pas integre : on a par exemple

0 1y(0 1} (0 O
0 0)J\o o) \0o o)
On peut tout de méme affirmer que

tr(M)Y(M — MY =0str(M)=00uM - M =0

en remarquant que, k étant un corps, si tr(M) # 0, tr(M) est inversible
dans k et on peut multiplier par tr(M)~! pour obtenir M — M~! = 0.
De plus, M étant inversible, la multiplication par M est réversible et on
aM—-M'1=0&M?-1,=0.

Finalement, on a bien

M? - M2 =04 tr(M)=0ou M?=Is.



Chapitre 1. Mathématiques générales (épreuve 1)

iii. Il ne faut pas commettre 'erreur de penser que
M est d’ordre 4 < M* = I>.
En effet, 'ordre de M est défini par
ord(M) = min{n € N* | M" = I},
et on a en fait I’équivalence
M est d’ordre 4 & M* = Iy et M # I, M? # I, M3 # I,.

Nous allons procéder par double implication car raisonner par équiva-
lence lorsqu’une des propositions comporte un « et » ou un « ou » logique
peut s’avérer périlleux.

Supposons que M est d’ordre 4. Par définition, on a M4 = I, et donc
M? = M~2. D’apres le résultat de la question précédente, on a tr(M) = 0
ou M? = I,. Cependant, l'ordre de M est 4 donc M? % I et donc
tr(M) = 0.

Réciproquement, si tr(M) = 0, le résultat de la question précédente
implique que M? = M~2 et donc M* = I,. Il reste & montrer que
M # Iy, M? # Iy et M?® # I. Pour cela, nous allons raisonner sur la
trace des puissances de M. Le corps k est de caractéristique différente
de 2 (on a 2 # 0 dans k) et donc

tr(l2) =2 # 0 = tr(M),
ce qui implique que M # I5. De plus, d’apres 3.(b), on a
tr (M?2) = te(M)? - 2det(M) = —2

car tr(M) = 0 et det(M) = 1. Pour pouvoir affirmer que cela implique
que M? # I, il faut nous assurer que —2 # 2 dans k, c’est-a-dire 4 # 0
dans k. Or, la caractéristique p d’un corps K est un nombre premier
vérifiant

VneZ, [n=0dans K< p|nl.

Puisque la caractéristique p de k est un nombre premier différent de 2,
p ne divise pas 4 et donc 4 # 0 dans k. Ainsi, on a également M? # I5.
Finalement, on a M3 = M~! # Iy car M # I, donc I'ordre de M est
bien exactement 4.

Remarque. On pouvait aussi évoquer le fait que M* = I, entraine que
l'ordre de M est un diviseur de 4, ce qui élimine de facto la possibilité
que M3 = I,.
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4. Commengons par montrer que .27, est un sous-espace vectoriel de My (k).

Démontrer laborieusement que <7, est non vide et stable par combinai-
sons linéaires est inutile : par définition, o7, = Vect(l2, B) donc <7, est le
sous-k-espace vectoriel de My(k) dont (12, B) est une famille génératrice.
(I2, B) est de plus libre puisque I3 et B ne sont pas proportionnelles donc
(I2, B) est une base de <7,. <7, est alors de dimension 2.
Montrons maintenant que .27, est un sous-anneau commutatif unitaire
de My (k). Comme <7, est un sous-espace vectoriel de Ms(k), c’est un
sous-groupe de Ms(k). Il nous suffit donc de montrer que o7, est stable
par produit, que I = 1yz,x) € “u (ce qui est évident par définition des
éléments de «7,) et que la multiplication est commutative dans <7, (le
produit matriciel n’étant pas commutatif dans My(k), on ne peut pas
affirmer que la commutativité dans o7, est héritée de celle dans Ma(k)).
Considérons X,Y € «,. 1l existe x,y, z,t € k tels que

X=xlhb+yB etY =zI[,+1tB.

On a
XY = (xly +yB)(zl2 + tB)
= z2Iy + (xt + yz)B + yt B
et comme
=00 (0 8)= (6 ) e
on a

XY = zzI + (at + yz)B + ytB?
= xzly + (xt + yz)B + ytal,
= (zrz +yta)ls + (xt + yz) B € Vect(l2, B) = <,

donc &7, est stable par produit. La matrice I3 commute avec toute ma-
trice de My(k) et la matrice B commute évidemment avec elle-méme. Il
est alors clair que les matrices du type xly + yB commutent entre elles.
La multiplication est donc commutative dans o7,.

<, est donc bien un sous-anneau commutatif de Ma (k).

5. D’apres la question précédente, 27, est un Fj-espace vectoriel de dimen-
sion 2 donc, en tant qu’espace vectoriel, on a .7, ~ FZ (application
(z,y) — xIs + yB est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre IE‘IZ) et
). En particulier, <7, et FIQ, sont en bijection, et leurs cardinaux sont
égaux :

Card(«7,) = Card (Fi) = (Card(Fp))2 = p?.
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6. La symétrie ¢ est ’endomorphisme de o7, défini par
o(zly +yB) =zly —yB, Vx,y € k.
o(I2) = I et p(B) = —B donc la matrice de ¢, dans la base (I, B) de
1
0
étant linéaire, elle est additive et il reste seulement a montrer qu’elle est

multiplicative et que ¢(1y,) = 1., .
Soit X,Y € «o7,. 1l existe x,y, z,t € k tels que

, 0 o
<, (base constituée de vecteurs propres) est _1> . L’application ¢

X=xlhb+yB etY =zILb+1tB
et d’apres les calculs effectués a la question 4., on a
XY = (zz +yta)l + (xt + yz)B.

Ainsi, on a d’une part

o(XY) = go((:z:z +yta)lo + (xt + yz)B)
= (zz +yta)ly — (xt + yz)B
et d’autre part,
P(X)p(Y) = (212 — yB)(z12 — tB)
= zzly — 2tB — yzB + ytB?
= xzly — (zt + yz) B + ytaly
= (zz+yta)ly — (xt +yz)B
d’on
P(XY) = p(X)p(Y).
De plus, on a 1, = 1312 + 0B donc

P(le,) =1l = Iy = 1g4,.
Ainsi, ¢ est un morphisme d’anneaux.
7. (a) Par définition de ¢ et d’apres la formule établie a la question 4. pour
le produit de deux éléments de <7, on a
Mop(M) = (zIz +yB)(zly — yB)
= (zz +y(-y)a)lz + (x(~y) + yz)B
= (2% — ay®) L.
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Remarque. On aurait également pu faire appel a 'identité remarquable
(xls +yB)(xly — yB) = 221y — y?>B?, valable car I et B commutent, et
utiliser I’égalité B% = al, obtenue plus haut.

(b) Un calcul direct de déterminant donne

T ya
Yy T

2

det(M) = = 2?2 — ay?.

(c) Procédons par double implication. Supposons que M soit inversible
dans «7,. Comme 7, est un sous-anneau unitaire de Ms(k) (les anneaux
o, et My(k) ont le méme élément neutre multiplicatif), M est aussi
inversible dans Ms(k) et donc det(M) # 0.

Réciproquement, supposons que det(M) # 0. D’apres les questions 7.(a)

et 7.(b), on a
1
M| ———p(M) | = Is.
Or, <7, est un anneau commutatif, donc

M (det}M)(p(M)) - (detzM)w(M)) M=I=1,,

1 1
M est donc inversible d’inverse M~ = det (M) p(M) € y, car det(M)

est dans k et car p(M) € o, (¢ est un endomorphisme de <7, et M € o7,)
et car &7, est un espace vectoriel.

Remarque. Le fait que 27, soit un sous-anneau unitaire de Ms(k), c’est-
a~dire qu’ils ont en particulier le méme élément neutre pour la multipli-
cation, est crucial. Considérons I’ensemble

z 0
Az{(o 0) \xek}:Vect(P)

dans lequel la matrice P = (1 8) vérifie P2 = P. L’ensemble A est a la

0
fois un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de Ms(k) mais n’est pas
un sous-anneau unitaire de My (k), bien que ce soit un anneau unitaire
(d’élément neutre multiplicatif P). On ne peut donc pas affirmer sans
justification que 'inversibilité d’un élément X de A implique son inver-
sibilité dans M (k) et donc que det(X) # 0 (ce qui est manifestement
faux puisque les matrices de A sont toutes de déterminant nul).

10
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8. L’idée a exploiter est la suivante : par définition, 7, est un corps si et
seulement si tout élément non nul de 7, est inversible (dans <7,). Or,
d’apres la question 7., un élément M = xly + yB de &, est inversible

dans 7, si et seulement si 2% — ay? # 0, c’est-a-dire, lorsque y # 0, si
2

) x o . ,
et seulement si a # | — ) . On voit ainsi que 'existence ou non d’une

racine carrée de a dans k est directement reliée aux inversibles de 27,.
Nous allons procéder par double contraposée, c¢’est-a-dire montrer 1’équi-
valence

, nest pas un corps < a est un carré dans k

par double implication. Il n’est pas nécessaire de procéder ainsi mais cela
nous permet d’éviter une démonstration par ’absurde.

Supposons tout d’abord que 27, n’est pas un corps. Il existe alors un
élément M = xly + yB € &, non nul et non inversible. Supposons
que y = 0. L’élément M n’étant pas inversible dans <7, la question
7. implique que 0 = det(M) = 22 et donc x = 0. On en déduit que
M = zl, + yB = 0, ce qui contredit I’hypothese M # 0. On a donc
y # 0, mais comme

0 =det(M) = 2* — ay?,

-G

Réciproquement, supposons que a est un carré dans k et fixons b € k tel
que b? = a. La matrice M = bl + 1;,B est alors de déterminant

on a alors

Ainsi, a est un carré dans k.

det(M)=b>—a=0

mais elle n’est pas nulle puisque (b, 1) # (Ok, 0) et puisque (I, B) est
une base de <7, (d’apres la question 4.). Ainsi, <7, admet un élément non
nul et non inversible. &7, n’est donc pas un corps.

9. Supposons que a < 0. Remarquons que d’apres la question précédente,
a n’étant pas un carré dans R, o7, est bien un corps. Nous proposons
deux méthodes : la premiere, tres élémentaire, consiste a déterminer
un isomorphisme explicite entre &7, et C tandis que la deuxieme, plus
théorique, nécessite des connaissances sur les extensions de corps (cette
méthode est a destination des candidats de I’agrégation externe).

En explicitant un isomorphisme : nous cherchons un isomorphisme
de corps entre 7, et C, c’est-a-dire une bijection entre ces ensembles

1"
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qui respecte leur structure d’anneaux unitaires. Pour avoir une idée de
ce a quoi va ressembler cet isomorphisme, il faut d’abord avoir en téte
comment est définie la structure de corps de C. Cette derniére est assez
simple a résumer : C est composé des expressions de la forme al + b
avec a,b € R et ol i est sujet & la relation i = —1. Il nous faut donc
trouver les éléments de <7, qui vont jouer le role de 1 et de i. Le candidat
pour 1 est assez clair : 1 est ’élément neutre multiplicatif de C donc son
image doit étre I’élément neutre multiplicatif de <7, c’est-a-dire Is. Pour
I’image de ¢, on peut avoir comme premiere idée de choisir la matrice B
(puisque c’est avec elle qu’on a travaillé jusqu’ici) mais un calcul direct
montre que B? = aly alors qu’il nous faut un élément J de o7, vérifiant

J? = —I5. On peut poser J = —=—B (la racine carrée et le quotient

existent bien puisque a < 0) et on a alors

1 2 1 1
72 2 I I
= B — B — a - — .
(x/—a ) —a —a ? 2

On pose alors 'application R-linéaire

f: C — Ay
a+1t — aly+bdJ.

On a Iy = f(1) et J = f(i). De plus, (I2,J) est une base de 7, puisque
(I2, B) en est une et puisque J est un multiple non nul de B. On en
déduit que f envoie la base (1,7) de C sur la base (I3, J) de 7, et donc
que f est bijective. La linéarité de f impliquant son additivité et la
formule définissant f impliquant directement que f(1) = Io = 14, il
nous reste & montrer que f est multiplicative.

Considérons z1,29 € C et fixons a,b,c,d € R tels que 21 = a + ib et
zo = ¢+ id. D’une part, on a

f(z120) = f((a+b)(c + id))
= f((ac — bd) +i(ad + bc))
= (ac — bd)I2 + (ad + bc)J
et d’autre part, on a
f(21) f(z2) = f(a+b)f(c+id)
= (aly +bJ)(cl2 + dJ)
acly + (ad + be)J + bd.J?
= acly + (ad + be)J — bdIy
= (ac — bd)I + (ad + bc)J

12
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donc f(z122) = f(21)f(22) et f est multiplicative.

Finalement, f est un isomorphisme de corps (et méme de R-algebres
puisqu’elle est également R-linéaire) et o7, est isomorphe au corps C des
complexes.

Remarque. 11 y a un deuxiéme isomorphisme g possible :

g: C — Ay
a+1ib — aly —bJ,

ce qui revient a composer f et la conjugaison complexe, qui sont tous
les deux des isomorphismes de corps, et donc g en est un aussi.

Via la théorie des corps : nous allons utiliser le fait que la cléture
algébrique d’un corps est unique a isomorphisme de corps pres.

En effet, si R C L est une extension de dimension finie de R, elle est
algébrique et donc toute cloture algébrique de IL est également une clo-
ture algébrique de R. Considérons <7, une cloture algébrique de .27, (elle
est unique a isomorphisme de corps pres). D’apres la question 4., on a
dimg(%7,) = 2 donc 47, est une cléture algébrique de R et est donc iso-
morphe (en tant que corps) & C. Par multiplicativité du degré, on a de
plus

o
I
‘ﬁ

: R]
R

|
\@?

]
WA
XA

I
§

donc

EZRR:AR

et donc &, = 4, ce qui démontre que <7, est isomorphe au corps des
nombres complexes.

Remarque. Ce raisonnement implique presque directement que les seules
extensions de dimension finie (ou méme algébriques) de R sont R et C
(noter que le corps H des quaternions, qui contient R, n’est pas une
extension de R car c’est un corps non-commutatif).

13
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1.2 2016, extrait de la partie 2

Thémes

topologie (ouvert, fermé, boule, fonction continue)
espace euclidien (produit scalaire, norme euclidienne)
calcul différentiel (dérivées partielles, laplacien)

( Résultats majeurs j

régle de la chaine k
formule de LEIBNIZ J

( Remar
ques
L

[ Nous traitons les questions 6. a 10. uniquement.

Enoncé
Soit n un entier > 1. Pour tout couple d’éléments
r=(x1,...,2n) ER"y = (y1,...,yn) € R",

on note respectivement
n
Ty = Zwiyi et |zl =V
i=1

le produit scalaire usuel sur R” et la norme de z.
La sphere de rayon 1 centrée en 0 est notée

Sn-1={z e R" | |[zf| =1},

et G désigne le groupe orthogonal O,(R) des endomorphismes orthogonaux
de R™. Pour a € R™ et r réel > 0, on note B(a,r) la boule fermée de centre
a et de rayon 7.

On note C,, I'ensemble des fonctions de classe C? de B(0,1) dans R (c’est-
a-dire les fonctions admettant un prolongement de classe C? sur un ouvert
contenant B(0,1)).

14
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On note (f|g) le produit scalaire sur C,, défini par

-1
(flg) = </B(0,1) dxy . ..d$n> /3(0,1) f(x)g(x)dxy ... dz,.

Soit @ = (a1, ..., ap) € N
On note 2z : B(0,1) — R I"élément de C), qui & (21, ..., 2, ) associe 27 ... x0".
Pour tout k£ € N, on note Mj, le sous-espace vectoriel de C,, formé des combi-
naisons linéaires des %, pour les « tels que a; + -+ - + o, = k.
Pour toute f € C,, on note
n 82f
A(f) = ; 873322’
et Hy, le sous-espace vectoriel de My, égal a {f € My | A(f) = 0}.
6. Soit x € B(0,1), et 0 € G. Démontrer que o(x) est un élément de B(0, 1).
On note t, : B(0,1) — B(0, 1) Papplication définie par t,(x) = o(x).
7. Soit f € C,. Démontrer que, pour tout ¢ € G, fot, € C, puis que
A(foty)=A(f)ots.
Soit k € N.
8. Soit o € G'; démontrer que si f € Mg, fot, € My, et que, si f € Hg,
f ot, € Hy.
9. Démontrer que, pour f,g € Cp et 0 € G,on a (f ot,|gots) = (f|g).
10. Soit f € My telle que, pour tout 0 € G, on a fot, = f.

(a) Démontrer que, si x et y € B(0,1) sont tels que [|z|| = ||y||, on a
fx)=f(y)

(b) Soit ¢ : [0,1] — R la fonction définie par g(t) = f(0,...,0,1).
Démontrer que, pour tout t € [—1,1], on a f(0,...,0,t) = g(|t]), et
que pour tout z € B(0,1), on a f(z) = g(||z|).

(c) On suppose que f n’est pas 'application nulle. Démontrer que k
est pair, et qu'il existe A € R* tel que, pour tout € B(0,1), on a

f(z) = Alz|".

Corrigé

Cette partie faisant intervenir le groupe O,(R) des endomorphismes ortho-
gonaux de R", il peut étre utile (pour avoir une intuition géométrique de la
situation) de garder en téte qu’il s’agit de 'ensemble des rotations et symétries
vectorielles (qui fixent 'origine) de R™.

15
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6. Il s’agit presque d’une question de cours puisque G est ’ensemble des
endomorphismes orthogonaux de R™, ce qui coincide avec I’ensemble des
isométries linéaires de R™. En effet, si o est un endomorphisme de R™ et
si o* désigne ’adjoint de o par rapport au produit scalaire usuel de R",
on a la suite d’équivalences

cc€G& o oo =idgn
& Vr,y € R", (6" oa(z)ly) = (z]y)
& Vr,y € R, (o(x)|o(y)) = (z|y)
GVre R™, [|o(z)]| = |||

ou (1) provient de 'identité de polarisation

1 2 2 2
(@.9) = 5 (Il + I’ = ll21” = l1y)1°) .
Ainsi, tout élément o de G est une isométrie de R™ et on a
lo(@)]| = [lzll <1,

ce qui démontre que o(x) € B(0,1).

7. Fixons o € G. Par définition de (), il existe une fonction g : U — R

de classe C? qui prolonge f sur un ouvert U de R™ contenant B(0,1).
L’application o étant linéaire sur un espace vectoriel normé (R™ est bien
str muni de la norme euclidienne usuelle) de dimension finie, elle est
automatiquement de classe C'*°. Plus précisément, la dimension finie de
R"” implique que tous ses endomorphismes sont continus et de plus, pour
un endomorphisme d’un espace vectoriel normé quelconque (peu importe
sa dimension), étre continu est équivalent a étre de classe C'*.
Pour pouvoir affirmer que f ot, € C,, il nous faut lui trouver un pro-
longement C2? & un ouvert contenant B(0,1). On veut bien sfir poser
h = g oo mais il faut prendre quelque précautions sur l’ensemble de
définition de h : application g n’est définie que sur 'ouvert U donc il
nous faut restreindre I’ensemble de définition de o & V = o~ 1(U) de
sorte que pour tout x € V', o(z) soit dans I'ensemble de définition de g.
On pose donc finalement ’application

h: o} U) — R
x = g(o(x)).

Puisque o est continue et puisque U est un ouvert de R, 0 ~1(U) est un
ouvert de R™ et comme h est définie sur cet ensemble comme la composée
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de g et o qui sont toutes deux de classe C2 (o est méme de classe C™), h
est bien de classe C2. Il reste & vérifier que o~!(U) contient B(0,1) et que
hB(o,1) = f o ts. Pour cela, considérons z € B(0,1). D’apres la question
précédente, o(z) € B(0,1) et par définition de U, B(0,1) C U, ce qui
prouve que o~ }(U) contient B(0,1). Finalement, pour tout = € B(0, 1),
on a

h(z) = g(o(x)) = fo(z)) = [ ots(x)

puisque o(x) € B(0,1) et puisque g/p(,1) = f. h prolonge donc bien
f oty et nous avons donc démontré que f ot, € Cy.

Le calcul de A(f ot,) s’effectue alors avec la généralisation multidimen-
sionnelle de la regle de la chaine, dont nous rappelons I’énoncé.

Théoréme (de dérivation des fonctions composées). Soit m,n,p > 0,
U un ouvert de R™, V un ouwvert de R" et g : U =V, f:V — RP deux
fonctions de classe C*. L’application fog:U — RP est de classe C' et
pour tout couple (i,7) € [1,m] x [1,p], on a

d(fog); _En: (81‘}09) Agi

0z; o = Oz oz;’

Dans notre cas, pour tout i € [1,n], on a

Nfots) < (af ot ) I(te)k
al’i =1 8a:k 7 8.%1‘

et donc par la formule de LEIBNIZ
P(fols) =< 0 f Ots);\ Oto)k
8952 N Z Z 833383,% °to 81’1 8.%
af 0?(ty)k
+ (gz o) oa? )

Cette formule est assez lourde mais il y a bien heureusement des simpli-
fications a faire. Tout d’abord, si (eq,...,e,) désigne la base canonique
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de R" et si i € [1,n], on a, pour tout a € B(0,1) :

Oty 1
=i —
S (a) = lim < (taa+ ter) =t (a)
o1
= lim - (o(a + te;) — o(a))
1
= }g% Za(tez)
— i
figo )
= o(e;)
d(ts);
Ainsi, pour tous i, j € [1,n], éa ’ est exactement le coefficient a;; de
Ly
la matrice de o dans la base canonique de R". En particulier, pour tous
Aty); o°(t
i,7 € [1,n], (fo): est une fonction constante et donc ( C;) =0.On
ox; o;

peut donc réécrire la formule obtenue précédemment sous la forme plus
agréable

8

62f
1 0ki tO’

ot (aij)1<ij<n désigne la matrice de o dans la base canonique de R".

Ainsi, le laplacien de f ot, est donné par

" 0%(fot,
A(f © ta) = Z (f )
1
a'iak‘762f oty
J Z@:Ujaxk
(ajiakiw o ta>
1i=1 8xjaxk

<8x](9xk ole Zaﬂa’“) |

=1

-.
Il

Il
M3 Ng: >

Il

M= 1
- I
1= T

i
I
<
i

Il
M=
M:

k

1j
On voit apparaitre les produits scalaires des lignes de la matrice A a
n

travers l'expression Zaﬁaki. Il faut se rappeler de la caractérisation
i=1

matricielle des endomorphismes orthogonaux : un endomorphisme d’un

espace euclidien est orthogonal ssi sa matrice A dans toute base ortho-

normale (il suffit en fait que ce soit vrai pour une base orthonormale)
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vérifie AAT = AT A = I,,. En particulier, les lignes (resp. les colonnes)
d’une matrice dans une base orthonormale d’un endomorphisme orthogo-
nal forment une base orthonormale de I'espace des vecteurs lignes (resp.
vecteurs colonnes). La base canonique de R™ étant bien stir orthonormale
pour le produit scalaire scalaire usuel et o étant un endomorphisme or-

n

thogonal, on a donc Zajiaki = d;j; pour tous j, k € [1,n] et donc notre
i=1

formule pour le laplacien de f ot, devient

Z (8:@(%% t0> ;aﬂaki

n
15=1
n

Z (axjaﬁk ot >6Jk

=1
2

A(fots,)

||
M:

B
Il

Il
M=

i

1

.

Q

Il
NE

oty

TN

X

B
Il

1

A(f) o

8. Soit f € My. f est une combinaison linéaire de termes du type z® avec
a1 + -+ ap = k. Puisque la composition a droite par t, est linéaire, il
suffit de montrer que si f est du type x® alors f ot, € M. Considérons
a € N" tel que ag + -+ a, = k et posons A = (aij) la matrice de o
dans la base canonique de R™. Pour tout = = (x1,...,2,) € R™ et tout

n
i € [1,n], la i-iétme coordonnée de Az est (Az); = Z a;xT) et donc

2% ot, H (Z alkxk>ai.

Nous allons utiliser une propriété importante des polynémes homogenes :
sir,s>0etsifeM,,gc Malors fg € M, "
En effet, avec de telles fonctions f et g, on peut écrire

f= Z anx® et g= Z bﬁﬂ?ﬁ

aj+-Fap=r B1+-+Bn=s

fg= Z Z aang“JrB

a1t Fan=r f1+-+Bp=s

et on a

1. Si M est I’ensemble des polyndémes réels a n variables, M est une R-algebre et admet
la décomposition en somme directe M = @ My,.. On dit que M est une R-algebre graduée

keN
car cette décomposition en somme directe vérifie M; M; C M;y; pour tous 4,5 € N.
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qui est bien un élément de M, ;s car pour tous o, € N" vérifiant res-
pectivement oy + -4+ a, =ret f1+ -+ 5, =s,0na

(@+B)+-+(at+tBn=a1+Pi+ - +antfa=r+s

et car M, s est stable par combinaison linéaire (c’est un sous-espace
vectoriel de Cy,).

Revenons en a z% o t,. Pour tout i € [1,n], la fonction polynomiale
n

Zaikxk est un élément de M; et donc par la propriété mentionnée

k=1
précédemment, on a

(Z aikﬂ?k> =11 (Z aik%) EMy...41=M,,.
k=1 (R —

j=1 \k=1

a,; fois

En utilisant une fois de plus cette propriété, on peut affirmer que

n

n Qs
z%0t, = H <Z aikxk> € My, +-4a, = M.
k=1

Il reste finalement & montrer que si de plus A(f) = 0 alors A(fot,) = 0.
Or, la question précédente nous assure que A(f ot,) = A(f) ot, donc
si A(f)=0,ona A(fot,) =00t, =0et fot, € Hy.

9. 1l faut montrer que pour tous f,g € Cp, et 0 € G, on a

/ foty(z)goty(z)dey...dx, = / f(z)g(x)dzy ... dzp,.
B(0,1) B(0,1)

Si on garde en téte ce que représente t,, I’égalité se comprend trés bien
géométriquement : o est une rotation ou une symétrie laissant fixe 1’ori-
gine et ces transformations isométriques de 'espace (qui préservent donc
les hypervolumes) envoient B(0,1) sur lui-méme donc l'intégration sur
B(0,1) doit étre invariante par composition avec o. La démonstration,
elle, se fera grace au théoréme de changement de variable. Ce dernier
nécessitant qu’on integre sur un ouvert de R™, nous allons réduire le
domaine d’intégration de B(0,1) a la boule unité ouverte B. La sphére
S,_1 étant un « ensemble de dimension n — 1 » 2, retirer cet ensemble
du domaine d’intégration (qui est un objet de dimension n) ne changera
rien & notre intégrale, de la méme maniére que changer la valeur d’une
fonction f : [a,b] — R en un nombre fini de points ne change pas la
valeur de son intégrale sur [a, b].

2. Le terme topologique exact serait « sous-variété de dimension n — 1 ».
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N’oublions pas de dire que t, envoie bien B dans B car si x € B, on a
[to ()] = llo(@)]| = [l=]| <1.

De plus, t, est de classe C* sur B car c’est la restriction d’'une appli-
cation linéaire (donc de classe C*° car R™ est de dimension finie) et que
c’est méme un C*°-difféomorphisme de B dans B car t,-1 (qui existe
bien car G est un groupe) est sa réciproque.

Calculons maintenant le déterminant jacobien de t,. Pour cela, on peut
remarquer que, puisque t, est une restriction de o et puisque o est une
application linéaire, la différentielle de ¢, est constante et vaut toujours
0. En effet, pour tousa € Bet h€ B—a, on a

to(a+h) =0c(a+h)
=o(a)+o(h)
=ty(a) h)

+ o(
=tg(a) + o(h) +[[h]e(h)

avec €(h) =0 ﬁ 0. Or, o est linéaire sur un espace vectoriel normé
—>

de dimension finie donc ¢ est bien continue et par définition de la diffé-
rentiabilité, on a

dete = 0

pour tout @ € B. Ainsi, pour tout a € B, on a
| det(Jacy, (a))| = | det(dqats)| = |det(o)]| =1

car o est un endomorphisme orthogonal donc de déterminant 1 ou —1.

Finalement, en posant

-1
C= (/ da:l...dxn>
B(0,1)

pour simplifier les notations, le théoréme de changement de variable
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Premiére partie : Concours interne

donne, pour tous f, g € C,,, les égalités

(foty|goty) 0/ 2)g 0ty (@)der . .. dan
:C’/Bfotg(x)goto(x)dxl...dxn
— c/ Foty(2)goty(z)|det(Jacy, (a))|dz . .. dan
—C/ f(x)g(x)dzy ... dx,
—C’/ x)dzy .. .dx,
B(0,1)

=(flg)-

10. (a) L’argument clef est le fait que G agit transitivement sur la sphere
Sp—1. En effet, si on admet ce résultat, pour tous z,y € B(0, 1) vérifiant
lz|l = ||y, il existe o € G tel que x = o(y) et on a donc

f(x) = flo(y)) = fots(y) = f(v)

Le jury attend que le candidat donne une justification de la transitivité
de laction. Ceci peut se faire en se ramenant au cas plus élémentaire
n = 2. En effet, si z,y € B(0,1) ont la méme norme, on peut considérer
deux cas.

— Si (x,y) est liée alors comme les vecteurs x et y ont la méme norme,
onax=youz = —y. Dans le premier cas, ’élément o = idgr € G
vérifie bien o(x) = y et dans le deuxieme cas, I'élément 0 = —idgn € G
vérifie bien o(z) = y.

— Si (z,y) est libre, on peut considérer F' = Vect(z,y) qui est un sous-
espace vectoriel de dimension 2 de R™. 1l existe donc un endomorphisme
orthogonal o de F' (pour le produit scalaire induit par celui de R")
vérifiant o(x) = y. On prolonge alors ¢ & R™ par lidentité sur F* en
posant

R*=F@F- — R"
g: x=z14+x2 +— 0o(x1)+ T2

On a alors &(x) = y mais il reste & vérifier que & € G. Considérons
z € R™ et posons z = z1 + 22 sa décomposition dans la somme directe
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R*"=Fa& FL. Ona
16(2)I1” = [16(21 + 22) I
= [lo(21) + 2o
= [lo(z1)[1* + 2 (0(21) | 22) + || 22]*.

Or, o est orthogonal pour le produit scalaire induit donc
lo(z0)[I* = [z

et comme o(z1) € F et 2o € F+, on a
(0(z1) | z2) = 0.

Finalement, on a

~ 2 2
|6(2)[| = [lo(20)|” + 2 (o (21) | 22) + |22]
2 2
= |lz1]l” + [ 22|l
= |21 + 2o|?

2
= |2l

car z1 et z9 sont orthogonaux. On a donc 6 € G.

(b) Soit t € [-1,1]. Les deux vecteurs (0,...,0,t) et (0,...,0, —t) ayant
la méme norme, la question précédente nous donne 1’égalité

£0,...,0,t) = (0,...,0,—t).

Or, |t| € {t, —t} donc on a bien g(|t|) = f(0,...,0,|t|) = f(0,...,0,¢).
De méme, si z € B(0,1), les vecteurs z et (0,...,0,|z|) ayant la méme
norme, la question précédente nous donne 1’égalité

gll=ll) = £0,...,0, [lzl[) = f(=).

(c) Le candidat attentif aura remarqué que nous n’avons toujours pas
utilisé le fait que f € My. Nous allons le faire ici. C’est en effet la seule
chose nécessaire pour cette question : si z € B(0,1) est non nul, on a

= Mm = ||z|/* Lx
f(@—f(HxH ) I f(HxH )
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car f est homogene de degré k. De plus, la quantité

/()

ne dépend pas de x car xz|| = 1 et d’apres la question précédente,

]

f (H:leI> =g(1).

Ainsi, pour tout =z € B(0,1)\{0}, on a

f(x) = g(1)]||*

et comme f(0) = 0 (car f est une fonction polynomiale homogene),
I’égalité est vraie pour tout = € B(0,1). On a g(1) # 0 car sinon f serait
nulle, ce qui est exclu par ’énoncé.

Il ne reste plus qu’a montrer que k est pair. Cela provient du fait que f est
homogene de degré k et vérifie donc 1'égalité f(A\x) = A\* f(x) pour tout
x € R" et tout A € R. En effet, cette propriété implique en particulier
que si ||z]| =1, on a alors aussi ||—z|| = 1 et on a donc

9(1) = f(2) = f(~(=2)) = (-1)*f(=2) = (-1)*g(1).

Comme g(1) # 0, on a alors 1 = (—1)* et donc k est pair.
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1.3 2022, vrai-faux et exercice préliminaire

-
matrices (trace, déterminant, polynéme annulateur,
polynoéme caractéristique, endomorphisme associé, matrices sem-
blables et invariants de similitude)
espaces vectoriels (famille libre, famille liée, base)
anneaux (morphisme d’anneaux, élément inversible d’un anneau)

-

Thémes }—\

J

[ Résultats majeurs j

théoréme spectral

théoréme de CAYLEY-HAMILTON
théoréme de la base incompléte
propriétés de la matrice compagnon d’un polynéme unitaire

.

- k Remarques j\

1(a) Trouver un contre-exemple pour n > 2 et pas
seulement pour n = 2. 1(b) Il faut démontrer que x,,(X) = X? —
Tr(M)X +det(M). 1(c) Le théoréme spectral pour les matrices symé-
triques n’est pas valable sur C. x,, scindé n’entraine pas que M est
diagonalisable. 3(b) Le but est de démontrer le théoréme de CAYLEY-
HAMILTON d ['aide des résultats qui précédent.

J

Enoncé

Vrai ou faux?

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 On justifiera soigneu-

sement les réponses.

1. (a) Soit n un entier strictement positif. Il existe des matrices M et N

de #,(C) telles que Tr(MN) # Tr(NM).
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(b) Deux matrices de .#2(C) ont le méme polynoéme caractéristique si
et seulement si elles ont la méme trace et le méme déterminant.

(c) Les matrices carrées et symétriques a coefficients dans C sont diago-
nalisables.

(d) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux 3.

Si ¢(a) est inversible dans B alors a est inversible dans A.

Exercice préliminaire

2. Soit d un entier strictement positif. Soit
P(X)=X%+ag 1 X1+ 4 ag

un polynéme de C[X] & coefficients complexes . On appelle matrice com-
pagnon du polynéme P la matrice C,, de .#;(C) suivante :

0O ... ... 0 —ag

1 . —
Co=10 1

: . 0 —ag_o

0 ... 0 1 —ag

En développant le déterminant Xe, (X) = det(XI;— C,) par rapport a
sa premiere ligne et a I’aide d’une récurrence, montrer que

3. Soit p un entier strictement positif et soit M une matrice de .#,(C).

3. Sous-entendu unitaires. La notion d’élément inversible n’aurait sinon pas de sens.
4. L’exercice 2 de I’épreuve spéciale docteurs de 2023 (voir page 370 du présent volume)

traite également des matrices compagnons mais avec une approche différente. Sur le méme
théme, on trouvera les corrigés des questions relatives aux matrices compagnons de 1’épreuve
de mathématiques générales du concours externe de 2019 (I. exercice préliminaire 4.) et de
2020 (exercice 2) dans notre précédent ouvrage [Rou22].

5. C’est un pléonasme. Les éléments de C[X] sont précisément les polyndmes & coeffi-

cients complexes.
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(a) Etant donné un élément z quelconque non nul de CP on pose

p=min{r > 1| la famille (z, M X,..., M"z) est liée dans CP}.

i. Montrer qu’il existe un élément (ay, ..., y,—1) de C* et une matrice
N de A, (C) tels que la matrice M soit semblable & une matrice
M’ de la forme suivante :

0O ... ... 0 —ag ~*
1 —Q1 *
0 1
[

M= 0 —Oy-3 *
. 1 —O0y—2 x
o ... ... 0 -1 Kk
o ... ... O O N

ou les * représentent des lignes d’éléments de C et les O représentent
des colonnes nulles.
ii. Montrer que x,,(M)z = 0.

(b) Montrer que x,, est un polynéme annulateur de M.

Corrigé

Vrai-Faux

1. (a) Clest faux. Si on note M = (m4j)i<ij<n €t N = (n45)1<ij<n deux
matrices de .#,(C) alors

n n
MN = (Z miknkj> et NM = (Z nikmkj>
k=1 k=1

6. Nous corrigeons ici une erreur manifeste dans I’énoncé original, qui indiquait mal-
heureusement g = min{r > 1| la famille {x, M X, ..., M"z} est liée dans CP}. Le diable se
niche dans les détails : {z, MX,..., M"z} désigne non pas une famille mais un ensemble.
La nuance est de taille. Si par exemple, Mx = x pour un certain x # 0, alors ’ensemble
{z, Mz} est égal au singleton {z} et on ne peut pas considérer qu’on est en présence d’une
partie de CP composée de vecteurs linéairement dépendants. En revanche, la famille (z, Mx)
est bien liée par la relation de dépendance linéaire x — Mz = 0.

1<i,5<n 1<i,5<n

27



Premiére partie : Concours interne

Leurs traces sont donc bien égales car d’une part

Tr(MN) = Z Z M

i=1 k=1

et d’autre part, par associativité et commutativité de la somme (on per-
mute les deux symboles ) et par commutativité du produit (on permute
Nk et mpy;)

n n
=303 e

La derniere égalité est un simple changement de notation des para-
metres : les variables ¢ et k étant muettes, on peut changer tous les
i par des k et vice versa.

(b) C’est vrai et il suffit de savoir montrer que le polynéme caractéris-
tique d’'une matrice M € .#>(C) est X2 —Tr(M)X +det(M). En notant

a b
M = . 4] pour quatre nombres complexes a,b,c,d, on a en effet

Tr(M) = a+d et det(M) = ad — bc. Comme

X —a —b
(0 )

on a alors

X, (X) =det(X1Iy — M)
=X —a)(X —d) — (=b)(—¢)
= X% (a+d)X +ad—be
= X2 — Tr(M)X + det(M).
On voit donc que le polynéme caractéristique d’une matrice est entie-
rement déterminé par sa trace et son déterminant : deux matrices de

AMo(C) ont donc méme polyndme caractéristique ssi elles ont méme trace
et méme déterminant.
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Remarque. On ne peut pas généraliser cette propriété a ., (C) pour
n > 3. Un contre-exemple minimal est fourni par la matrice nulle et

00 O
la matrice diagonale [0 1 0 | qui sont toutes deux de trace nulle
0 0 —1

et de déterminant nul mais dont les polyndémes caractéristiques sont
respectivement X3 et X3 — X.

(c) Cest faux et le contre-exemple minimal classique & connaitre est
donné par
v 1
M = -

Il répond aux criteres suivants :
— M est carrée et symétrique,
— M est a coefficients dans C,

— le polynoéme caractéristique de M est
det(XIp — M) = (X —i)(X +1i) — (-1)? = X2,

et son unique valeur propre est A = 0.

Or, la seule matrice diagonalisable n’ayant qu'une valeur propre A est la
matrice A (c’est-a-dire ici la matrice nulle). M n’étant pas nulle, elle
n’est donc pas diagonalisable.

Remarque. le piege de cette question réside dans le fait que les affir-
mations suivantes (il s’agit du théoréme spectral dans les cas réel et
complexe) sont vraies :

— les matrices carrées symétriques réelles (c’est-a-dire égales a leur
transposée) sont diagonalisables dans R,

— les matrices carrées complexes et dont la transposée est égale au
conjugué (c’est-a-dire vérifiant M7 = M ou encore égales & leur
transconjugué MT) sont diagonalisables dans C et de plus leurs va-
leurs propres sont toutes réelles.

(d) C’est évidemment faux et il ne faut pas chercher loin, en considé-
rant par exemple le plongement d’un anneau commutatif unitaire integre
quelconque A qui n’est pas un corps dans son corps des fractions B. Le
plus simple est ainsi de considérer le morphisme d’anneaux ¢ : Z — Q
défini par

VneZ, on)=n.
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Ainsi, pour tout n € Z*, p(n) = n # 0 est bien inversible dans Q,

d’inverse — € Q, alors que, si on prend rien que n = 2, on est bien en

n
présence d’un élément qui n’est pas inversible dans Z (au méme titre que
tout autre n différent de +1).

Exercice préliminaire

. Pour un entier d > 1 donné, on a

X 0 ... ... 0 ao
-1 X - al
XI;-C, = 0
0
: . -1 X aq—9
0 0 —1 X+ad,1

Remarque. Si on peine a se convaincre de ce qu’il faut écrire pour le
cas d = 1 (voir l'initialisation donnée un peu plus bas), on peut dans
un premier temps écrire le cas d = 3 puis le cas d = 2, ce qui permet
de mieux comprendre la dynamique d’épuisement de I’expression de C,
quand d est de plus en plus petit. Il n’est en effet pas évident de saisir
du premier coup que pour d = 1, il n’y a ni 0 ni —1 a écrire dans la
matrice Cp,.

0 0 —a
Sid=3et P=X34+ayX?+a1 X +ap € C[X],onaC,=|1 0 —a
0 1 —a
et
X 0 ag
Xe = |—1 X ay

0 -1 X+H4a
= X((X(X +a2) — (~)ar) + ao(~1)*

:X3+02X2 + a1 X + ag
— P(X).

La proposition P53 est donc vraie.
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Sid=2et P=X*4+aX +a9€C[X],onaC, = <(1) _ZO> et
—41

o X ap
Xep T11 X+

— X(X +a1) — (—1)a
= X? + a1 X + ag
— P(X).

La proposition P, est donc vraie.

En considérant d > 2 (car pour d = 1 il n’y a rien a faire) et en déve-
loppant par rapport a la premiere ligne, on obtient une somme de deux
déterminants de taille d — 1 (tous les autres termes du développement
sont nuls). Le premier est similaire au déterminant initial et le second est
triangulaire supérieur donc d’un calcul immédiat (il est égal au produit
de ses termes diagonaux) :

X 0 0 al
-1 X a
det(X1,—C,) = (~1) x| Y
0
—1 X QAgq—2
0 0 -1 X+ aqg—1
-1 X 0 0
0
+ (=1)"*ag 0|
: X
0 0 -1

On a donc

~(-1i-!

det(XId — CP) = Xdet(XId - CQ) + ap

ou @ est le polynéme complexe de degré d — 1 défini par

QX)) =X+ a1 X2+ 4+ apX +a.
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On peut alors montrer par récurrence le prédicat P;, dépendant du pa-
rametre d € N* et défini par :

Py : tout polynome du type

PX)=X"+ag 1 X'+ +a1X +ap € C[X]
est le polynome caractéristique de sa matrice compagnon C,.
Initialisation : si d = 1 et P(X) = X +ao € C[X], alors C,, = (—ao)
et Xc, = ‘X + ao‘ = X + a9 = P(X). La proposition P; est donc vraie.

Hypothése de récurrence : supposons que P; 1 est vraie pour un
certain entier d > 2 (c’est-a-dire d — 1 > 1).

Hérédité : soit P(X) = X9 +aq 1 X'+ -+ap € C[X]. On a vu plus
haut que
det(XId — CP) = Xdet(XId - CQ) + ap

ou ( est le polynéme défini par
QX) =Xt a1 X2+ +asX + a1 € C[X].
L’hypothese de récurrence appliquée a Q(X) nous permet d’affirmer que
det(X 1y — C,) = Q(X).
On a alors

det(X1; — C,) = XQ(X) + ag
= X (X 4 ag X2 apX ) +ag

=X 4 ag 1 X X+ e X +a
— P(X).

Nous venons de montrer le caractere héréditaire du prédicat P, c’est-a-
dire que pour tout entier d > 2, on a I'implication

P, 1= Py

Conclusion : la proposition P; est vraie et le prédicat P; est héréditaire,
donc P; est vraie pour tout d € N*,
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3. (a) i.

Remarque. Tout d’abord, et bien que cela ne soit pas demandé, on peut
noter que 'entier p est bien défini. En effet, 'ensemble

{r > 1] la famille (z, MX,..., M"z) est liée dans CP}

est une partie non vide de N* car la famille (x, Mz, ..., MPx), constituée
de p + 1 vecteurs, est nécessairement liée dans le C-espace vectoriel CP
de dimension p. On sait ainsi que p est un élément de cet ensemble.
Toute partie non vide de N admettant un minimum, ’existence de p est
assurée. On a de plus 1 < p < p.

La lecture préalable des questions ii. et (b) permet de comprendre qu’il
ne faut pas chercher a utiliser le théoreme de CAYLEY-HAMILTON pour
répondre a la question i. (la question (b) consiste précisément & conclure
que ce théoreme est alors démontré).

Par définition, dans CP, la famille de vecteurs (z, Mx,..., M*~'z) est
libre alors que la famille de vecteurs (z, Mx, ..., M*x) est liée. En consé-
quence, on peut affirmer que M*x s’exprime comme une combinaison
linéaire de z, Mz, ..., M*~ 'z 1l faut cependant le démontrer ” : il existe
des complexes Sy, ..., B,—1, 3, non tous nuls tels que

Box + fiMx + -+ + B Mt + B, MFa = 0.

I est impossible que 3, = 0 car dans ce cas les complexes S, ..., 3,1
seraient non tous nuls et la famille (x, Mx,..., M*~'z) serait liée, ce
qui est faux par hypothese. On peut donc diviser par (3, isoler M*z et

@ o 1:/Bu—l
5,u,..., p— ﬂu

affirmer qu’il existe des complexes ag = non tous

nuls tels que
Mty = —agr — oy Mz — -+ — aﬂ,lM“_lx.

Le théoréme de la base incomplete nous permet de compléter la famille
libre (x, Mz, ..., M* 1x) en une base b du C-espace vectoriel CP (dans
un espace vectoriel de dimension finie, toute famille libre peut-étre com-
plétée en une base de cet espace). Il est alors immédiat que ’endomor-
phisme canoniquement associé a la matrice M (c’est-a-dire 'application
inéaire qui & tout y € CP associe My € CP) admet, vis-a-vis de la base
b, une matrice de la forme M’. En effet, I'image du premier vecteur de

7. La question 2. de l'exercice 1 de l’épreuve interne de 2023 traite de maiére plus
générale cette question, voir page 39 du présent ouvrage.
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b, x, est Mz, 'image du second, Mz, est M2z et ainsi de suite, 'image
de M*=2x est M* 1x. Enfin, 'image de M* 1z est

Mty = —agr — oy Mx — -+ — aﬂ,lxM“_l.
Les images des vecteurs suivants de la base b s’expriment de maniére
quelconque dans cette base : leurs coordonnées dans b sont cachées dans
les * et dans la matrice V.
M et M’ sont donc les matrices d’'un méme endomorphisme, exprimées

respectivement dans la base canonique et dans la base b de CP. M et
M’ sont donc semblables.

ii. En considéront le polynéme
P(X)=X'4+a, 1 X' 4+ a1 X +ap.

La matrice M’ étant triangulaire supérieure par blocs et les deux blocs
qui composent sa diagonale étant les matrices carrées C, et N , on a
X, = Xc., X €€ que 'on peut aussi écrire sous la forme

P

Xep | Xar-
De plus,
X, = Xu
car le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme est un invariant
de similitude : deux matrices semblables M et M’ ont méme polynéme
caractéristique. Ainsi, en utilisant le résultat de la question 2. , on a
Xar = X = XepXn = Xn b

Enfin, on a
pn—1
P(M)z = (M" + Y axM* )z
k=0

= Mz + oy A MF o+ + o M + oo
=0
d’apres la définition des scalaires ag, ..., a,—1. On peut donc écrire
Yo (M) = (x, PY (M) = (g (M) - P(M)) 2 = (x,y (M) - 0) & = 0.

(b) Le résultat obtenu a l'instant est valable pour tout élément non
nul x de CP (il est également vrai quand z est le vecteur nul de CP).
L’endomorphisme canoniquement associé a la matrice x,,(M) est donc
I’endomorphisme nul et en conséquence, x,, (M) est la matrice nulle, ce
qui signifie que x,, est un polynéme annulateur de M. Nous venons ainsi,
dans cet exercice, de démontrer le théoreme de CAYLEY-HAMILTON.
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1.4 2023, vrai-faux et exercices préliminaires

Vrai-Faux

- Thémes }—\

structures algébriques (groupe, groupe quotient,

anneau, anneau quotient, corps, groupe multiplicatif d’un corps,
groupe des éléments inversibles d’un anneau, morphisme d’anneaux)
arithmétique (nombres premiers, premiers entre eux, congruence)
matrices (inversibles)

N J

[ Résultat majeur j

[ Z/nZ est un corps ssi n est premier )

- [ Remarques ]\

Des propriétés usuelles des anneauz Z/nZ, plusieurs
questions ne nécessitent que les cas oun =4, 5 ou 9. On a 1.(b) =
1.(c). 1.(e) Ne pas chercher un contre-ezemple avec Z ou GLa(Z) qui
ne sont pas des corps, ou avec une application de Z/27 dans Z/37 qui

n’est pas un morphisme.
N J

Enoncé

1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? On justifiera soi-
gneusement les réponses.

(a) Affirmation : « Pour tout nombre premier p et pour tout entier na-
turel n non nul, "anneau (Z/p"Z,+,-) est un corps ».

(b) Affirmation : « Si p est un nombre premier impair, alors la classe de
2 engendre le groupe multiplicatif des éléments inversibles de I’anneau
(Z/p"Zy+,-) ».

(c) Affirmation : « Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de
lanneau (Z/9Z,+, -) est cyclique. »
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(d) Si a est un entier relatif, alors on note @ la classe de a dans Z/5Z.
Etant donnés quatre entiers relatifs a, b, ¢ et d, on note M la matrice de

Mo (Z) définie par M = (ch Z) et on note M la matrice de .#5 (Z/5Z)

e = a b
définie par M = (c d).
Affirmation : « Si M € GLa(R), alors M € GLg (Z/5Z). »
(e) Soit K et L. deux corps commutatifs.
Affirmation : « Un morphisme d’anneaux p : K — L est toujours injec-

tif. »

Corrigé

. (a) C’est évidemment faux et ce ne sont pas les contre-exemples qui

manquent : on peut se contenter de poser p = n = 2 (et donc p"™ = 4)
et constater, si besoin en dressant la TABLE 1.1 de multiplication de
Panneau (Z/47Z, +, ), que I'élément 2 # 0 ne posseéde pas d’inverse. Z /47
n’est donc pas un corps (pire que ¢a : ce n’est méme pas un anneau
integre). Plus généralement, pour tout nombre premier p et tout n > 2,
lanneau (Z/p"7Z,+,-) n’est pas intégre. Il possede en effet des diviseurs
de zéro. On a par exemple p # 0 et p"—1 % 0 mais p x pn~! = p” = 0.
Rappelons qu'un corps est nécessairement un anneau integre et qu’aucun
diviseur de zéro n’est inversible.

ol DI =il DIf X
ol ol <ol <If <
ol Dol | | =
NG| el Il | | I NV
=Nl oIl S| el

TABLE 1.1 — Multiplication dans Z/47.

On peut aussi évoquer le fait que dans un anneau du type Z/mZ pour
un entier m > 2, les éléments inversibles sont les classes des entiers k
premiers avec m. Dés que m n’est pas premier, on peut ’écrire sous la
forme mimg avec 1 < m; < m et 1 < mg < m : les classes my # 0 et
Mgy # 0 sont des diviseurs de zéro (leur produit est nul) et en conséquence
ne sont pas inversibles.
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(b) Ce serait trop beau. Il ne faut pas chercher bien loin pour voir que
la classe de 2 dans Z/7Z n’engendre que les classes

2'=32 2°=7 e 2P=8=TF1=1

Les puissances suivantes fk pour k > 4 donnent ces trois mémes résultats
cycliquement. 2 n’engendre pas les classes de 3, 5 et 6 qui sont pourtant
inversibles :

et

On peut aussi, de maniére un peu plus originale, constater que quand
2 est un carré de anneau Z/pZ, il n’engendre que des carrés. On peut
alors évoquer le fait que quand p = 3[4], —1 n’est jamais un carré (ce qui
constitue un résultat associé a la loi de réciprocité quadratique) et ne sera
donc pas engendré par 2. Pour p = 7, on a en effet P =0=7T12=2.
La encore, si besoin, on peut dresser la TABLE 1.2 de multiplication dans
Z]TL.

1| ol | S| x| el S| Do
| I ot nol o| wol| S| el
DO Wl Ol =) wol| o) DI o
= DI Wol| i Ol Ol O O

wl| S| DIf OYf | | | H

S| Ovf i oIl DoIf | S|

Qlf Q| <l 2l 2l <l 2Dl Al

S| | W] ol Dol I DI X

TABLE 1.2 — Multiplication dans Z/7Z.

(c) C’est vrai. Le groupe des éléments inversibles de Z/9Z est

Il est engendré par 2. Seules les classes de 0, 3 et 6 ne sont pas inversibles
car 0, 3 et 6 ne sont pas premiers avec 9. La TABLE 1.3 est convaincante :
on y voit apparaitre les six éléments inversibles de 'anneau (Z/9Z, +, -).
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E|1]2]3]4|5
81715

(@)

)
(]

TABLE 1.3 — Puissances de 2 dans Z/9Z.

(d) C’est faux. Il suffit de trouver une matrice M a coefficients entiers
dont le déterminant est 5 (ou plus généralement un multiple de 5). La
matrice M associée sera alors de déterminant 5 = 0. Encore une fois,
pas besoin de chercher bien loin. Il suffit de poser

i (3 )

M est bien dans GL2(R) et

mais

n’est pas dans GLy(Z/5Z).

Remarque. Une matrice a coefficients dans un anneau est inversible ssi
son déterminant est un élément inversible de cet anneau. En particulier,
si 'anneau est un corps (c’est le cas de Z/5Z), une matrice est inversible
si et seulement si son déterminant est non nul.

Remarque. Si I'énoncé avait indiqué M € GLy(Z) au lieu de GL2(R),
laffirmation aurait alors été vraie. En effet, une matrice M de GL2(Z)
a un déterminant égal a +1 (ce sont les deux seuls éléments inversibles
de I'anneau Z) et la matrice M a alors un déterminant égal a £1 et elle
est bien également inversible.

Dans le cas particulier qui nous occupe, on a de maniere générale

a b\ 1 d —b
c d ad—be \ —c a

a condition bien str que ad — bc # 0. On a le résultat similaire avec
ad — bc # 0 dans GlLg(Z/5Z). En revanche, dans GLy(Z), la condition
serait ad — bc = +1
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(e) C’est vrai. Le noyau Ker(u) = g~ ({0L}) d’un tel morphisme p est
un idéal de Panneau K. K étant un corps, ses seuls idéaux sont {Ox} et
K lui-méme. Puisqu'un morphisme d’anneaux conserve 1’élément unité
(c’est-a-dire p(lg) = 1), on a alors 1g ¢ Ker(u), donc Ker(u) # K et
finalement Ker(u) = {Og}. p est donc bien injectif.

Remarque. Un morphisme de groupes (ou d’anneaux, ou de corps ou
encore d’algebres) est injectif ssi son noyau est réduit a {0}.

Exercice 1

matrices (semblables, diagonales, diagonalisables,
inversibles, nilpotentes, classes de similitude, valeurs propres, GL,,(K))
espaces vectoriels (famille libre, combinaison linéaire, nombre d’élé-
ments dans le cas d'un corps de base fini)

[ Résultat majeur j

[ cardinal de GL,(K) J

( Remar
ques
L

Pour une famille liée, il existe des coefficients non
tous nuls tels que la combinaison linéaire soit nulle mais certains co-
efficients peuvent étre nuls. C’est la liberté d’une famille de k vecteurs
qui implique que le sous-espace qu’elle engendre est de cardinal p*.

Enoncé

Soit p un nombre premier, on désigne par K le corps Z/pZ.

2. Soit F un K-espace vectoriel et soit k un entier strictement positif. No-

tons (x1,...,2ks1) une famille constituée de k + 1 vecteurs de E telle
que la famille (x1,...,x) est libre.
39
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Montrer que la famille de vecteurs (1, ..., xg11) est libre si et seulement
si le vecteur x4 1 n’est pas combinaison linéaire des vecteurs 1, ..., xk.

. Soit n et k deux entiers strictement positifs vérifiant la relation k& < n.

Montrer par récurrence que le nombre de familles libres constituées de
k vecteurs de K™ vaut (p" — 1) (p" —p)... (p” - pk_1>.

. Soit n un entier strictement positif. Déterminer le cardinal de GL,,(K).

Corrigé

. Cette premiere question n’est pas spécifique au corps Z/pZ et peut étre

résolue en se plagant dans un corps K quelconque. On peut traiter cette
question en parlant 1) de fastidieuses combinaisons linéaires ou 2) de
lourdes dimensions d’espaces vectoriels.

Premiére méthode : nous allons raisonner par contraposée et démon-
trer ’équivalence

Zp4+1 est combinaison linéaire de x1, ...,z <= (z1,...,2Tk+1) est liée.
— Implication directe (=). Supposons que x,1 est combinaison linéaire
des x1,...,xy alors

k

I, M) €EKF mpg = > i
-1

En posant A\p4+1 = —1, on a alors

k+1
Z/\ia:i:O avec ()\1,...,)\k+1)7é<0,...,0),
=1

ce qui prouve que la famille (z1,...,xg11) est liée.

— Implication réciproque (<). Supposons que la famille (x1,...,2Z41)
est liée. Tl existe donc (A1, ..., Apr1) € KFHL tel que

k+1
(A M) #(0,...,0) et > Ay = 0.
=1

Si Ag+1 =0 alors

k
Z/\il’izo avec (Al,...,)\k)GKk,()\l,...,)\k)75(0,...,0),
i=1

40

05/05/2025 14:19



9782340-105683.indd 41

Chapitre 1. Mathématiques générales (épreuve 1)

ce qui contredit le fait que la famille (z1,..., ) est libre. On a donc
Ak11 # 0 et on peut alors écrire

k s
1
Th+1 = Z - b\ ZTi.
Le vecteur x4 est donc une combinaison linéaire des vecteurs x1, . . ., k.
Deuxiéme méthode : par hypothese (z1,..., ) est libre, donc

dim (Vect(z1,...,z)) = k.

— Implication directe (=). Supposons que (x1,...,Tx+1) est libre.
On a alors dim (Vect(x1,...,z54+1)) =k +1
Si xpy1 est combinaison linéaire des vecteurs xy, ..., xk, alors xp4q est
dans Vect(z1,...,xy) et alors
Vect(z1,...,xx+1) = Vect(zq, ..., xk),

ce qui est absurde : deux sous-espaces de dimensions respectives k41 et
k ne peuvent pas étre égaux. ry41 n'est donc pas combinaison linéaire
des vecteurs x1, ..., T.

— Implication réciproque (<). Supposons que xpi1 n’est pas combi-
naison linéaire des x1,...,z. En particulier, xx+1 # 0 (le vecteur nul
est toujours combinaison linéaire de toute famille non vide de vecteurs,
0=0z1+---4+0x) : Tx41 engendre donc un sous-espace vectoriel de di-
mension 1 dont I'intersection avec le sous-espace engendré par x1, ..., Tk
est réduite au vecteur nul et on a alors

Vect(z1,...,x) ® Vect(zgy1) = Vect(x1, ..., Try1).
On en déduit

dim (Vect(z1,...,2541)) = dim(Vect(:L‘l, cey X)) D Vect(:vk+1))

= dim (Vect(z1, ..., x)) + dim(Vect(xg41))
=k+1,

ce qui permet de déduire que la famille (z1,...,zE41) est libre.

. Fixons n > 0 et procédons par récurrence finie sur k dans [1,n].

On notera Py le prédicat
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Py : le nombre de familles libres constituées de k vecteurs de K™ vaut
" =" —p)... (0" —p*).

Initialisation : il est clair que Pj est vraie : (x1) est libre si et seulement
si zp # 0. K"™\{(0,...,0)} ayant p” — 1 éléments (tous les éléments de
K™ sauf un), le nombre de familles libres constituées d’un seul vecteur
est égal a p" — 1.

Hérédité : supposons que pour un entier k tel que 1 < k < n, le nombre

de familles libres de k vecteurs de K™ est (p” —1)(p" —p) ... (p" —p*1).
La question 2. a permis de voir qu'une famille libre (z1,...,2541) de
k + 1 vecteurs de K™ peut étre vue comme une famille libre (x1, ..., xx)

de k vecteurs a laquelle on a adjoint un (k + 1)-iéme vecteur zjiq li-
néairement indépendant des k premiers, c’est-a-dire n’appartenant pas a

Vect(z1,...,zk). Ce sous-espace vectoriel étant de cardinal p¥, cela laisse
exactement p” — p* possibilités pour x4, (chaque vecteur qui n’est pas
dans Vect(x1,...,x)) est acceptable).

Par produit, on en déduit que le nombre de famille libres de k+1 vecteurs
de K™ est (p" —1)(p" —p) ... (p" — p* 1) (p" — p¥), ce qui prouve que la
propriété a démontrer est héréditaire :

(0 <k<n et Pk) = Piy1.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence (finie) la propriété est
valable pour tout entier k > 0 tel que k& < n.

. On peut identifier une matrice de GL,,(K) & une famille libre de n vec-

teurs de K™ : celle de ses n vecteurs colonnes (ou celle de ses n vecteurs
lignes). Le cardinal de GL,(K) est donc le nombre de familles libres de
n vecteurs de K", c’est-a-dire

@ =D@"=p)...0" —p" ") =[] " - ).

Exercice 2

arithmétique (nombre premier, diviseurs, coefficients
de BEzouT, décomposition en produit de facteurs premiers)
corps (finis, groupe des éléments inversibles)

groupes (finis, générateur, ordre, groupe cyclique)
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propriétés de l’indicatrice d’EULER

[ Résultats majeurs j

théoréme de BEzouT
théoréme fondamental de P’arithmétique

5.(b) la bonne définition de P ne dépend pas du fait k
que mq et mo sont premiers entre eux. Le théoréme chinois ne donne
pas la bijectivité. Il faut prouver l’égalité des cardinaux des ensembles.
Evoquer la « dimension » des ensembles est absurde. 5.(d) Il est né-

cessaire de généraliser la question 5.(c) avant de lutiliser.

Enoncé

5. Soit m un entier naturel. On note ¥, '’ensemble des entiers naturels
qui divisent n. On souhaite montrer que pour tout entier n strictement

positif on a I'égalité n = Z ©(d). On pose f(n) = Z o(d).
d€Dn d€Dn

(a) Soit p un nombre premier. Pour tout entier i, calculer ¢ (p'). En

déduire la valeur f (pk) pour tout entier k strictement positif.

(b) Soit my et mo deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que

I’application

Dy X Dy = Pmymo
P : (dl,dz)Hdldg

est bien définie et qu’elle est bijective.

(c) En déduire que lorsque m; et mo sont deux entiers naturels premiers

entre eux on a la relation f(my)f(mga) = f(mima).

ontrer que pour tout entier n strictemen OS1t1I on a l'egalite
d) Montrer que pour tout enti trict t positif 1’6galité

n= Z o(d).

deDn,
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Premiére partie : Concours interne

6. Soit (K, +,-) un corps de cardinal fini égal & ¢+ 1. On a K* = K\{0} et
on souhaite montrer que le groupe (K*,-) de cardinal ¢ est cyclique.
Pour tout entier d de Z,, on note N(d) le nombre d’éléments de (K*,-)
qui sont d’ordre d.

(a) Déterminer la valeur de Z N(d).
IS78
(b) Soit d un élément de Z,.

i. On suppose qu’il existe un élément = d’ordre d dans K* et on note H
le sous-groupe de (K*,-) engendré par z. En introduisant un poly-
nome judicieux, montrer que tout élément d’ordre d de K* est dans
H.

ii. Montrer que pour tous les éléments d de Z, on a I'inégalité N(d) <
(d).
(c) Montrer que pour tout entier d de Z. on a ’égalité N(d) = ¢(d). En
déduire que (K*,-) est un groupe cyclique.

Corrigé

5. (a) Sii=0, p(p') = (1) = 1.
Si ¢ > 1, les nombres premiers avec p’ sont les nombres qui ne sont
pas des multiples de p. L’intervalle [1, p'] contient une proportion — de
p

multiples de p, & savoir les p'~!

On a donc

nombres du type Ap pour \ € [1,p""1].

. . . , 1
p(p)=p —p =1 (1 - ) :
p
Par ailleurs, pour tout entier £ > 0,

Dy =P 1<i<k}={l,p,....p"}.

On a alors :
k 4 k '
(") = X eld) =D el = o0 + > ¢ )
de@pk =0 =1
= @(1) + <p’b _ pl—l) =1 + Zpl _ sz—l
=1 i=1 i=1
I
=14+ p'= p=1+p" —p'=p"
i=1 i=0
44
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Chapitre 1. Mathématiques générales (épreuve 1)

(b) 1l ne s’agit pas ici de montrer que l'expression P(dy,ds) = dids est
bien définie pour tous di € Y, et da € Py, mais de justifier que P
prend bien ses valeurs dans l’ensemble image indiqué, %y, ,m,. Ce fait
est relativement évident mais il convient d’en fournir une preuve qui se
ramene a la définition de la divisibilité. La relation de divisibilité est
compatible avec le produit. Pour des entiers naturels (ce serait aussi
valable avec des entiers relatifs) a,b,c et d :

a|bcld< Ik, L eNb=ka,d=Lc
= Jk,l € N,bd = (ka)(lc) = (kl)(ac)
= 3dm € N, bd = m(ac)
& ac|bd.

Le produit d’un diviseur de m; par un diviseur de my est donc bien un
diviseur du produit de mq par ms. L’application P est donc bien définie
a valeurs dans Zp,,m,-

Montrons maintenant qu’elle est bijective.

Injectivité : considérons (dy,ds) et (d},d,) dans Dy, X D, tels que
P(dy,dy) = P(d},dy). On a alors dijdy = djdj et en particulier d; | d}d,
mais également d} | dids. De plus my et mgy étant premiers entre eux, il
en est de méme de leurs diviseurs respectifs : d; et d) sont premiers avec
d2 et dIQ

Le lemme de GAUSS permet alors d’affirmer que dj | d] et symétrique-
ment dj |d;. On en déduit di = d} (des entiers naturels se divisant 1'un
lautre sont nécessairement égaux). On obtient par le méme procédé (ou
du fait que didy = didy) do = dfy et donc (d1,d2) = (d),db), ce qui
prouve que P est injective.

Surjectivité : Considérons désormais un diviseur d de mims et posons
d1 = PGCD(d, ml) et d2 = PGCD(d, mz).

On a ainsi dy € Dy, et da € Py, Nous allons montrer que d = d;ds.
Les entiers m1 et mo étant premiers entre eux, il en est de méme de d;
et do. Comme d; | d et do | d, le fait que dj et d2 sont premiers entre eux
entraine didz | d (c’est une conséquence du lemme de GAUSS).

De plus, I'identité de BEZOUT donne

Jui, vy € Z, duj +mivy = d;

et
Jus, v € Z, dus + movo = do.
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En faisant le produit terme a terme de ces deux égalités, on obtient
d(dU1U2 + miviug + ulmgvz) + mimaoviv2 = dids

et comme d | mimsg, on en déduit d | dids.
On a a la fois dyda|d et d|didy. On a donc d = dids et finalement
P(dy,ds) = dids = d, ce qui prouve que P est surjective.

Remarque. On pourrait aussi raisonner en utilisant les décompositions
en produit de facteurs premiers puisque I'’hypothése n A m = 1 nous
assure que les nombres premiers intervenant dans les décompositions
respectives de n et m ne sont pas les mémes.

(c) Simi,mg € N sont premiers entre eux, on a

fm)f(ma) = > o(d) > @(da)

d1€9m1 d2€.0]m2

= > o(d1)e(dy)

(d1 ,dz)E@ml X @m2

= > ¢(didy)

1
(dl,dg)E_@ml X@mQ

= > o

@) de T m,

—~
~

~

= f(mlmz),

avec (1) car di et ds sont premiers entre eux (en tant que diviseurs
respectifs des entiers premiers entre eux mj et mo) et (2) grace a la
bijection obtenue dans la question précédente.

(d) L’égalité demandée est donc n = f(n) pour tout n > 0. Le théoréme
fondamental de l'arithmétique nous assure que tout entier n > 0 se
décompose de maniere unique, a ’ordre pres des facteurs, comme produit
de facteurs premiers. Plus précisément, pour tout n > 0, il existe un
unique entier k£ € N, une unique suite ordonnée finie de nombres premiers
p1 < --- < pg et une unique suite finie d’entiers ag, ..., oy strictement
positifs tels que®

_ 1 o,
n=npy"...p.".
Procédons par récurrence sur le nombre k € N de diviseurs premiers de n

en utilisant le résultat de la question précédente. Définissons le prédicat
P, suivant, dépendant de la variable k € N :

8. On convient que kK = 0 < n = 1 : un produit vide est égal a 1, de méme qu’une
somme vide est égale a 0.
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Py : tout entier n € N* possédant exactement k diviseurs
premiers distincts vérifie [’égalité n = f(n).

Tout d’abord, observons que si k = 0 (c’est-a-dire pour le seul entier
n = 1 qui ne posséde aucun diviseur premier), le résultat est trivial :

D ={1} et ¢(1)=1.

Si n # 1, considérons la décomposition de n en produit de facteurs

premiers. Soit £ € N* et pq,...,pgr des nombres premiers deux a deux
k

distincts et ag, ..., a; des entiers naturels non nuls tels que n = H it
i=1

Initialisation : P; est vraie. En effet, on a vu dans la question 5.(a) que
fpr") =pit
Hérédité : supposons que P, est vraie pour un certain entier k > 1.

Considérons alors un entier n > 0 possédant exactement k + 1 diviseurs
premiers deux a deux distincts.

On applique le résultat de la question précédente avec

k
. n
. « o Ok
my=[[p" et M= = Peere
i=1

Comme mq et my ainsi définis sont bien premiers entre eux (car les
nombres premiers intervenant dans leur écriture respectives sont diffé-
rents), la question 5.(¢) nous assure que

f(n) = f(mimg) = f(ma)f(ma).

Comme mq possede exactement k diviseurs premiers deux a deux dis-
tincts, on peut lui appliquer ’hypothése de récurrence : on a f(my) = my.
Comme mgy possede un seul diviseur premier, I'initialisation nous permet
d’affirmer que f(msg) = may. On a donc

f(n) = f(ma) f(m2) = mima = n,
ce qui prouve que Py est vraie.

Conclusion : Py et P; sont vraies et, pour tout £ € N*, on a
Pk = Pk+1.

d’apres le principe de récurrence, Py est donc vraie pour tout £ € N :
quel que soit le nombre de diviseurs premiers de n, on a

n= f(n).
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